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Abstract
This doctoral thesis studies design methods of static output feedback controllers
to achieve the closed-loop robust stability and optimality. The control problem
is known to be NP hard for general linear systems. However, if we restrict our
discussions to linear time invariant (LTI) mechanical systems described by second
order linear dierential equations with symmetric mass, damping and stiness co-
ecient matrices, it is also known that static output feedback controllers having
symmetric feedback gains robustly stabilize the closed-loop system. Based on the
sucient conditions, there have been many studies on robust optimal controllers
design methods by solving linear matrix inequalities (LMI). We extend them, in
this thesis, to wider class of systems, i.e., linear parameter varying (LPV) and
linear time varying (LTV) mechanical systems. We apply the generalized KYP
(GKYP) lemma to the LPV mechanical systems and derive a design method in the
frequency-domain to yield optimal robust gain scheduled static output feedback
controllers. For LTV mechanical systems, we propose a time-domain approach us-
ing the time-dependent Lyapunov functions to obtain the static output feedback
controllers with time varying feedback gain matrices. Both methods are described
with LMI which is easily solved as convex feasibility and optimization problems.
We then apply them to some attitude control problems of LPV and LTV space-
craft systems such as large spacecraft having rotating exible solar panels, launch
vehicles under varying mass property conditions and space structures extended in
orbits. Through the numerical studies, we conrm the validity of the proposed de-
sign methods. Finally, by conning the Lyapunov based design method developed
for LTV systems to LTI systems, we show that it can be applied to wider class








この設計問題はNP困難であることが知られている. しかし, 制御対象を 2階の行

















きることになる. そして, この拡張した設計法を用いて, 再び宇宙機の問題に適用
して数値的に有効性を示す.
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とられる. このとき, 低次元化によって無視された残余モードが, 制御系と干渉し
閉ループ系が不安定となることが問題となる. このスピルオーバ不安定化問題を
抑制するために, 低次元化したモデルに対し, 閉ループ系を安定とすると同時に残





は困難であり, モデルには変動やパラメータ誤差が存在する. このような, 制御対
象のモデル変動やパラメータ誤差を許容するロバスト制御器の設計も可能である
[8, 9, 10, 11]. しかしながら, これらの動的出力フィードバック制御器は高次とな
り, 実装への負担は大きい. また, 制御系設計にはモデル誤差のノルムの上限を正
確に把握する必要があるが, そのためには高精度のシステム同定が不可欠である.
一方, 制御対象を線形時不変 (LTI)の力学システムに限定すれば, その微分方程式
の係数行列のみを用いた静的出力フィードバック制御によってロバスト安定性を








第 1章 序論 2
メータ変動 (LPV)および線形時変 (LTV)力学システムを制御対象とする静的出力
フィードバック制御器の設計法を導出することが目的である. LTVシステムに対す





して, 一般化KYP(GKYP)補題 [19, 20]を利用した周波数領域における設計法と,
線形時変 (LTV)力学システムについて拡張した力学的エネルギをリアプノフ関数
として用いる時間領域の設計法の２つをまず提案して，いずれも LMI解法によっ












示す. 5章は 4章の結果を LTIシステムに適用して従来法よりも広いクラスの制御




階の行列微分方程式で表すことができ, 係数行列は質量, 減衰, 剛性といった物理
的意味を持つと同時に, 正定や半正定であるという定性的な特徴を持つ. そして,
この特徴を使ったパラメータの具体的数値に依存しない安定条件が知られている
[21]. また, センサとアクチュエータがコロケーション条件を満たすとき, 静的出力
フィードバック制御器を用いて容易にロバスト安定化が可能であることも知られ






式で表される [1, 2]. 運動方程式の係数行列が時間に依存しない線形時不変 (LTI)
力学システムは次のように記述される.
M q + (D +G) _q + (K +N)q = Lu+ Fw (2.1)
ただし, q 2 Rnは変位ベクトル, u 2 Rmは制御入力ベクトル, w 2 Rlは外乱ベク
トルである. 係数行列M , D, G, K, N はそれぞれ慣性, 減衰, ジャイロ剛性, 剛性,
サーキュラ項を表す行列であり,
M =MT > 0; D = DT ; G =  GT ; K = KT ; N =  NT (2.2)




T q; yv = L
T _q (2.3)
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と得られるものと仮定する. ただし, yd, yvはそれぞれ変位と速度の物理量の観測
出力ベクトルである. このような線形時不変システムに対しては, システムの係数
行列に着目した静的出力フィードバックによるロバスト安定化の研究が行われて
きた [12, 13, 14, 15, 16].
2.2.2 線形時変力学システム
また, 係数行列が時間に依存する線形時変 (LTV)力学システムは時刻を tとして
次のように記述できる.
M(t)q + (D(t) +G(t)) _q + (K(t) +N(t))q = L(t)u+ F (t)w (2.4)
係数行列M(t), D(t), G(t), K(t), N(t)はすべての t  0において
M(t) =MT (t) > 0; D(t) = DT (t); G(t) =  GT (t); (2.5)




T (t)q; yv = L





M()q + (D() +G()) _q + (K() +N())q = L()u+ F ()w (2.8)
係数行列M(), D(), G(), K(), N()はすべての において
M() =MT () > 0; D() = DT (); G() =  GT (); (2.9)




T ()q; yv = L
T () _q (2.11)
と得られるものとする.










 文献 [14, 22]
文献 [13]と同じ (2.3)式のコロケーション条件を満たすLTI力学システム (2.1)











制御対象は文献 [13]と同じ LTI力学システムである. しかし制御器の構造が
異なっており, 変位に対する制御ゲインは対称行列, 速度に対する制御ゲイ
ンは非対称行列としている. そして, H1制御理論に基づき, 外乱抑制性能を
最適化する静的出力フィードバック制御器設計法が示されている.
このように, 従来研究が扱ってきた制御対象のクラスは多くの場合 LTI力学シス






題を扱う. まず, LTV力学システム (2.4), (2.7)式に適用する時変の静的出力フィー
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ドバック制御器を
u =  Kc(t)yd  Dc(t)yv (2.12)




c (t) > 0; Dc(t) +D
T
c (t) > 0 (2.13)
ここで正方行列Kc(t), Dc(t)をそれぞれ対称行列Ks(t), Ds(t)および歪対称行列
Kw(t), Dw(t)に分割し, 以下のように定義する.






































q = Fw (2.15)
と与えられる. ただし,
~D(t) = D(t) + L(t)Ds(t)L
T (t); ~G(t) = G(t) + L(t)Dw(t)L
T (t)
~K(t) = K(t) + L(t)Ks(t)L
T (t); ~N(t) = N(t) + L(t)Kw(t)L
T (t)
(2.16)
である. 本論文では閉ループ系 (2.15)の安定化, 最適化を考える. 一方, LPV力学
システム (2.8), (2.11)式に適用する静的出力フィードバック制御は



















本章では, LPV力学システムを制御対象として, GKYP補題 (付録A)を用いた
正定対称なフィードバックゲイン行列を持つ最適な静的出力フィードバック制御
器の周波数領域での設計法を示す. GKYP補題は有限周波数帯域で与えられた周
波数特性条件を, それと等価な LMI条件に変換するものである. 線形時不変力学
システムに対しては, 正定対称なフィードバックゲイン行列を持つ静的出力フィー
ドバックを施すことでロバスト安定化が可能である. そのゲインを決定するために
は, 何らかの設計指標を定める必要がある. そこで, 本論文では標準的なH1問題
で用いられる, 混合感度問題を用いて制御器の最適化をはかる. しかし, 混合感度
問題を適用して得る閉ループ系の設計仕様では, 静的出力フィードバック制御器の
設計問題はBMIとなり, 設計は困難である. この問題を回避するために, 開ループ
一巡伝達関数を用いて, その設計仕様を表す. そして, 有限周波数帯域で与えられ
た周波数特性条件を扱うことができるGKYP補題を用いて, 設計仕様を LMI条件
で表す. その LMIを解き, 低周波数帯域と高周波数帯域で異なる制御仕様を満た
すことができる制御器を設計する. まず, LTI力学システムに対する設計法を示し,
続いてそれを LPV力学システムに拡張する. 最後に, LPV力学システムである柔
軟宇宙機の数値モデルを用いてシミュレーションを実施し, 有効性を検証する.
3.2 線形時不変力学系に対する制御器設計
まず LTI力学システムの H1混合感度問題を考える. そのための標準的な一般
化プラントは図 3.1のように表現できる. ここで, P (s)は制御対象, V (s), W (s)は
重み関数, Cdvはコントローラを表す. 外乱wから制御量 zS, zT までの閉ループ系



















(V (j!)S(j!)) < 1; ! < !l (3.2)
(W (j!)T (j!)) < 1; ! > !h (3.3)
ただし, !l, !hはぞれぞれ低周波数帯域の上限, 高周波数帯域の下限を表す. 一般
的なH1動的出力フィードバック制御器の設計法では, 閉ループ系の設計条件 (3.1)
を有界実補題に適用し, LMIを解くことによって最適制御器を設計することができ
る [23]. しかしながら, 静的出力フィードバック制御器の設計を考えるとき, その
設計問題は行列変数と設計変数である制御器ゲイン行列の積を含むBMIとなるた
め最適制御器を設計するのは困難である. この問題を回避するために, 閉ループ系
の設計条件 (3.2), (3.3)を開ループ一巡伝達関数 Lt(s)を用いた設計条件で表現す
る. その結果, (3.2)式は, ()を最小特異値として
(V (j!)S(j!)) < 1; ! < !l
( (Lt(j!)) > (V (j!)) + 1
(3.4)
と表される. 同様に，(3.3)式の条件は
(W (j!)T (j!)) < 1; ! > !h (3.5a)
( (W (j!))(T (j!)) < 1 (3.5b)
( (W (j!))((I + Lt(j!)) 1)(Lt(j!)) < 1 (3.5c)
( (W (j!)) (Lt(j!))
1  (Lt(j!)) < 1; (Lt(j!)) < 1 (3.5d)
, (Lt(j!)) < 1
(W (j!)) + 1
(3.5e)
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となる．以上の関係より, (3.2), (3.3)式の十分条件が以下のように得られる.
(Lt(j!)) > l > (V (j!)); ! < !l (3.6)
(Lt(j!)) < h <
1
(W (j!))
; ! > !h (3.7)
GKYP補題を用いることによって, (3.6), (3.7)式と等価の LMIを求められる. 設
計のために, システム
M q + (D +G) _q + (K +N)q = L(u+ w) (3.8)
u =  Ksyd  Dsyv (3.9)
の開ループ一巡伝達関数 Lt(s)をディスクリプタ方程式によって表現すると 1,
E _x = Ax+B(u+ w)
u = Cx
(3.10)




















である. ディスクリプタ方程式 (3.10)を用いて, はじめにGKYP補題を高周波数
帯域での設計条件
(Lt(j!)) < h; j!j > !h (3.12)
に適用すると, 以下の LMIを求められる.264ATQA+ Y   !2hX ATQB + Z CTBTQA+ ZT BTQB   2hI 0
C 0  I
375 < 0 (3.13)
ただし, P = P T，Q = QT > 0であり
X = ETQE; Y = ATPE + ETPA; Z = ETPB (3.14)
である. 一方, 低周波数帯域での設計仕様は
(Lt(j!)) > l; j!j < !l (3.15)
1ディスクリプタ方程式を用いることで. システムの係数行列が変動するとき (3.3), 行列M()
の変動を行列 E()に局所化できる. また, M()の逆行列を扱う必要がないという利点がある.
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となる. しかしながら, (3.15)式はGKYP補題を用いて LMIを導出するときの制
約を満たさない. そこで, 感度低減のための近似条件
=[Lt(j!)] < ~lI; !l1  !  !l2 (3.16)
を用いる. =[Lt(j!)]は Lt(j!)の虚数部を表す. GKYP補題を (3.16)式に適用し,
以下の LMIを得る.




 ATQA+ Y   !l1!l2X  ATQB + Z






a   !cHa  !cHb + 12CT
!cH
T
b   12CT 0
#
Ha = E




である. ここで, 複素 LMI(3.17)式は以下の実 LMIと等価である [24].






まとめると, (3.13), (3.17)式, およびKs > 0, Ds > 0, Q = QT > 0の LMIを連立
し, hまたは ~lに対する凸最適化計算により制御器を求める.
3.3 線形パラメータ変動力学系に対する制御器設計
次に, 上記の LTI力学システムについての考え方を用いて, 変動パラメータ に
依存する LPV力学システム




















 Ks()LT ()  Ds()LT ()
i (3.20)
第 3章 GKYP補題を用いた周波数領域での設計 11
となる. ここで, システム (3.19)の係数行列が
M() =Mn +M(); D() = Dn +D(); G() = Gn +G();
K() = Kn +K(); N() = Nn +N(); L() = Ln + L();
F () = Fn + F()
と表されるとし, その変動はゆるやかであると仮定する. ただし, Mn, Dn, Gn, Kn,
Nn, Ln, Fnはそれぞれのノミナル値,M(), D(), G(), K(), N(), L(),
F()はパラメータ による摂動とする. このとき, GKYP補題を (3.12)式に適用
すると, 高周波帯域の条件264AT ()QA() + Y ()  !2hX() AT ()QB() + Z() CT ()BT ()QA() + ZT () BT ()QB()  2hI 0
C() 0  I
375 < 0 (3.21)
が得られる. ただし, P = P T，Q = QT > 0であり,
X() = ET ()QE(); Y () = AT ()PE() + ET ()PA(); (3.22)






i()Mi; i()  0;
X
i=1




























第 3章 GKYP補題を用いた周波数領域での設計 12





































Xi = EiQEi; Xik = EiQEk; Xki = EkQEi
Yi = A
T
i PEi + E
T
i PAi; Yik = A
T
i PEk + E
T







i PBi; Zik = E
T






















i()k()(hik + hki) < 0 (3.29)
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と得られる. ただし, hi;hik;hkiは次の通りである.
hi =












hi < 0; i = 1;    ; 








 AT ()QA() + Y ()  !l1!l2X()  AT ()QB() + Z()






a ()  !cHa()  !cHb() + 12CT ()
!cH
T
b ()  12CT () 0
#
Ha() = E
T ()QA(); Hb = E
T ()QB()












2i ()i + i()k()(ik + ki) (3.36)




 ATi QAi + Yi   !l1!l2Xi  ATi QBi + Zi
BTi QAi + Z
T




 ATi QAk + Yik   !l1!l2Xik  ATi QBk + Zik
BTk QAi + Z
T




 ATkQAi + Yki   !l1!l2Xki  ATkQBi + Zki
BTi QAk + Z
T






ai   !cHai  !cHbi + 12CTi
!cH
T






aik   !cHaik  !cHbik + 12CTik
!cH
T






aki   !cHaki  !cHbki + 12CTki
!cH
T




i QAi; Haik = E
T





i QB; Hbik = E
T






























li < 0; i = 1;    ; 
lik + lki < 0; i = 1;    ; ; k = i+ 1;    ; 
(3.39)
と得られる. 以上より, 最適制御器は (3.33), (3.39)式, Ks() > 0, Ds() > 0,
Q = QT > 0のもと, hまたは, ~lに対する凸最適化計算を行なうことで求められ
る. 制御器のみを時不変としても設計は可能である.
3.4 柔軟宇宙機への適用
ここでは, 前節 3.3で導出した設計法を付録Bに示す大型柔軟衛星 ETS-VIIIの
数値モデルに適用する. 設計には付録 (B.3)に示したポリトープモデルを用いる.
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設計パラメータを !h = 10，h = 10 1=2，!l1 = 0:05，!l2 = 0:1と定める. また,






j L(j!) j< 10 1=2 :j ! j 10 (3.41)
=[L(j!)] < ~l : 0:05  !  0:1 (3.42)
GKYP補題を (3.41), (3.42)式に適用し, ~lを最小化する解を求めた. 制御器設計
の際に用いるシステムの係数行列のノミナル値はパドル角 45[deg]のときのものを
用い, 角速度は 360/24[deg/hour]とし, フィードバックゲイン行列Ks, Dsを定数
とした時不変制御器 (LTI-DVDFB)とパラメータ依存のゲイン行列Ks(), Ds()
を用いたゲインスケジューリング制御器 (GS-DVDFB)の 2つの制御器を設計した.
いずれの場合も, 最小値 ~l =  0:1000を得た. パドル角 45[deg]のときの Lt(j!)
の特異値線図と hを図 3.2, V (j!)S(j!), W (j!)T (j!)の特異値線図を図 3.3, 図
3.4に示す. 図 3:2, 3:3, 3:4では, 上が LTI-DVDFB, 下がGS-DVDFBの結果を表
す. どちらの制御器も開ループの設計条件 (3.41), (3.42)式および閉ループの設計
条件 (3.2), (3.3)式を満たすことが確認できる. それぞれの制御器の性能を比較す
るために, パドルの初期角度が 0, 90[deg]のときの図 3.5に示す外乱入力に対する
応答を求めた. その結果を図 3.6から図 3.9に示す. どちらの制御器もすべての初
期角に対してETS-VIII の最大姿勢制御トルク 0.04[Nm] を飽和することなく，姿
勢角度精度 0.05[deg] を満たしていることがわかる. これより, LPV宇宙機に対し
て制御器がうまく働いていることがわかる. しかしながら, 外乱抑制性能について
はGS-DVDFBの方が LTI-DVDFBより優れている. これはパドル角 45[deg]のと
きのwから ydの特異値線図 3.10のDCゲインからも確認できる. 次に, 図 3.11
に示す参照入力に対するステップ目標値応答を図 3.12から図 3.15に示す. 制御器
が LPVシステムに対してうまく働いていることがわかる. また, GS-DVDFBの方
が立ち上がり時間が短くなっている. この事実は, パドル角 45[deg]のときの rか
ら ydの特異値線図 3.16からも確認でき, GS-DVDFBの方がバンド幅が広く, ピー
クゲインが大きい結果となっている.


























































図 3.2 一巡伝達関数の特異値線図 (パドル角 45[deg])


















































































































図 3.4 W (j!)T (j!)の特異値線図 (パドル角 45[deg])
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図 3.6 インパルス外乱に対する姿勢角応答結果 (初期パドル角度 0[deg])



































図 3.7 インパルス外乱に対する制御入力結果 (初期パドル角度 0[deg])
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図 3.8 インパルス外乱に対する姿勢角応答結果 (初期パドル角度 90[deg])



































図 3.9 インパルス外乱に対する制御入力結果 (初期パドル角度 90[deg])
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図 3.11 ステップ目標値
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図 3.12 参照入力に対する姿勢角応答結果 (初期パドル角 0[deg])

































図 3.13 参照入力に対する制御入力結果 (初期パドル角 0[deg])
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図 3.14 参照入力に対する姿勢角応答結果 (初期パドル角 90[deg])


































図 3.15 参照入力に対する制御入力結果 (初期パドル角 90[deg])









































図 3.16 r ! ydの特異値線図 (パドル角 45[deg]).


















グ制御器の設計法が示されている [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33] . しかし, リアプノフ
関数を用いてゲインスケジューリング制御器を設計する際, リアプノフ関数の解を
パラメータ変動に対して共通解とする, つまり, パラメータに依存しない固定の解









示す. 次に, 外乱抑制性能の最適条件を考え, L2ゲインに関する定理を導く. そし
て, 静的出力フィードバック制御器の LMI に基づいたゲインスケジューリング設





u =  Kc(t)yd  Dc(t)yv (4.1)
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c (t) > 0; Dc(t) +D
T
c (t) > 0 (4.2)
ここで正方行列Kc(t), Dc(t)をそれぞれ対称行列Ks(t), Ds(t)および歪対称行列
Kw(t), Dw(t)に分割し, 以下のように定義する.







































p= F (t)w (4.4)
となる. ここで明らかに









である. 閉ループ系 (4.4)は状態量を x = [qT _qT ]T とすると次の状態方程式で表現
できる.




















である. ここで, 線形時変力学システムの安定条件 [34]を閉ループ系 (4.4)に適用
すると次の定理が導かれる.
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定理 4.1
外乱w = 0のとき, すべての t  0で以下の２つの条件を満たすスカラー定数   0
が存在すれば, 閉ループ系 (4.7)の平衡点 x = 0は一様漸近安定である.








であり, Q(t), _P (t)はそれぞれ
Q(t) =
"  2 ~K(t) ~N(t)  ~G(t)












V (x; t) = xTP (t)x (4.13)
を考えると, (4.13)式の (4.7)式の解軌道に沿った微分はw = 0のとき
_V (x; t)=xT

AT (t)P (t)+P (t)A(t)+ _P (t)

x (4.14)
となる. したがって, 閉ループ系 (4.7)がすべての t  0において以下の不等式を満
たせば漸近安定である.
P (t) > 0; AT (t)P (t) + P (t)A(t) + _P (t) < 0 (4.15)
ここで, Q(t) = AT (t)P (t) +P (t)A(t)とおくと (4.9)式を得る. また, (4.10), (4.13)
式より
V (x; t)  maxfkM(t)k2gk _pk22+maxfk ~K(t)k2gkpk22
+maxfk ~D(t)k2gkpk22+2maxfkM(t)k2gkpk2k _pk2
と V (x; t)の上界が導かれる 2. ここで行列M(t), ~D(t), ~K(t)は対称なので, その
ノルムはそれぞれの行列の固有値の絶対値の最大値と等しい. したがって, すべて
の時刻 tにおいて, M(t), ~D(t), ~K(t)の固有値が有界であれば V (x; t)  V^ (x)を満
たす V^ (x)が存在し, V (x; t)はデクレセントとなるので, システム (4.7)の平衡点
x = 0は一様漸近安定となる. さらに, システム (4.7)は線形系なので指数安定であ
る. 2
2k  k2 は時刻 tにおけるベクトルのユークリッドノルムとそれによって誘導された行列ノルム
を表す.
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4.3 L2ゲイン性能の最適化
次に, 外乱抑制性能の最適条件を考える. そのために, 制御量 zを
z = C(t)x; C = [ET (t) 0] (4.16)
と定義する 3. このとき, 閉ループ系 (2.15)の外乱入力wから制御量 zまでのL2ゲ
インに関する次の定理が得られる.
定理 4.2
すべての t  0において以下の２つの条件を満たすスカラー定数   0が存在する
とき, 閉ループ系 (4.7)の平衡点 x = 0は漸近安定であり, wから z(t)までの L2ゲ
インを  > 0未満にする.
P (t) > 0; Q(t) + _P (t) +
1
2
S(t)ST (t) < 0 (4.17)








(証明) 外乱wから制御量 zまでのL2ゲインが  > 0未満となる条件は任意の正






ただし, k  kはベクトルのノルムを表す. ここで, リアプノフ関数 (4.13)の微分
_V (x; t)に関して次の不等式が成り立つ.
_V (x; t) + kzk2   2kwk2
=xT








xTP (t)B(t)BT (t)P (t)x
xTH(t)x (4.20)
ただし,




P (t)B(t)BT (t)P (t) (4.21)
3制御入力 uと観測量 yはコロケーションを仮定しているが, 外乱 wと制御量 zにはその仮定は
不要である.
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である. したがって, すべての t  0においてH(t) < 0を満たすとき
_V (x; t) + kzk2   2kwk2 < 0 (4.22)
が成り立つ. (4.22)式の両辺の t = 0から時刻 t = T までの積分を x(0)=0, V (0)=0
に注意し求めると







となる. そして, P (t) > 0であれば V (x(T )) > 0なので (4.19)式が成り立つ.
以上より, wから zまでの L2ゲインが  > 0未満となるための十分条件は
P (t) > 0; H(t) < 0 (4.24)




は時間依存の不等式なので, 直接解くことは困難である. そこで, 時変行列をポリ
トープ表現し, 端点に対する条件式を求める. そのために, M(t), D(t), G(t), K(t),
N(t)は有界であり, 以下のポリトープモデルで記述されると仮定する. ここでは,





















4Schur complementより, (4.17)式の Q(t) + _P (t) +  2SST < 0は以下の条件と同値である.26664
 2 ~K(t)+ _~K(t)+ _~D(t) ~N(t)  ~G(t)+ _M(t) F (t) E(t)




+ _M(t) F (t) 0
FT (t) FT (t)  2I 0
ET (t) 0 0  I
37775 < 0























































































"  2 ~Ki ~Ni    ~Gi
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となる. ここで, i(t)の変化率は有界であり, その上界値が次式で与えられると仮
定する.
j _i(t)j  i; i = 1;    ;  (4.35)
このとき, (4.33), (4.34)式の十分条件は i(t)  0なので
Pi > 0 (4.36)
Qi  1P1      P + 1
2
SST < 0 (4.37)
となる. ただし, i = 1;    ; でありは複号任意である. ここで, (4.26)式より
X
i=1














が成り立つ [17]. したがって, (4.36), (4.37)式の十分条件は
Kci +K
T
ci > 0; Dci +D
T
ci > 0 (4.41)
のもとで
Pi > 0 (4.42)
Qi1 (P1 P)   1 (P 1 P)+ 1
2
SST<0 (4.43)
が成り立つことである. このように (4.43)式では (4.37)式より複号が1つ減少し,制
御器設計の際に解くべきLMIの個数を半減できる. しかし, 端点数 が増加するに
したがって, (4.40)式に示すように保守性が大きくなる. 以上より設計パラメータ 
を与えれば, 最適な静的出力フィードバック制御器は変数をKci, Dci(i = 1;    ; ),
2とする次の凸最適化問題を解くことで求められる.
min 2 s:t: (4.41); (4.42) and (4.43) (4.44)
そして, (4.27)式を用いて, ゲインスケジューリング制御器が設計できる. このと
き, 最適化問題 (4.44)から制御ゲインKci, Dciを直接求めることができるので, た
とえばそれらの大きさに対する LMI制約条件を端点ごとに課すことにより, 過度
な制御入力を回避する設計を行うことも可能である.




質点の変位を q = [q1 q2 q3]T 2 R3とし, 運動方程式の係数行列はそれぞれ
M =
2641 0 00 1 0
0 0 1
375 ; D =







264 k(t)  k(t) 0 k(t) 2k(t)  k(t)
0  k(t) k(t)




E = L; G = 0; N = 0; F = [0 1 1]T
(4.45)
とする. いま, k(t) = 1 + 0:5 cos(t=6)とすると, 時変行列K(t)のポリトープモデ
ルは
































と表せる. このとき, 1(t); 2(t)の変化率の上界値は










u =  Kc(t)q  Dc(t) _q (4.49)
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を設計する. 線形時変系の状態フィードバック制御器は LMI解法によって求める
ことができる. ここでは文献 [18]の方法を用いて制御器設計を行った. 最適設計の
結果, 2 = 0:0005であった. 外乱w = 10[N]が t = 0から 0.1[s]の間, 質点 2および




2入力 4出力の静的出力フィードバック制御器を考える. 凸最適化問題 (4.44)の
解は設計パラメータとして与える の値に依存する. また, 問題によっては解が存
在しない場合もある. そこで, ここでは  2 [0; 1]の範囲で の値を変えて, 決定変
数をKci, Dci(i = 1;    ; ), 2とする凸最適化問題 (4.44)を解いた. 解が得られた
の範囲と に対する の値を表 4.1, 図 4.2に示す. この結果より, を最小とする
























となった. 外乱応答と制御入力の結果を図 4.3に示す. 状態フィードバック制御の
結果 (図 4.1)と比較すると,制御入力のピーク値は減少しているが,同等の安定化と
外乱抑制性能を持つことがわかる. 次に,外乱抑制性能を比較するために,  = 0:39,
























このときの外乱応答と制御入力の結果を図 4.4に示す. 最適制御器の応答 (図 4.3)と
比較すると, 制御入力は減少し, その代償として性能は劣化していることがわかる.
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表 4.1 の可解範囲
controller 
2 inputs 4 outputs [0.27, 0.79]
1 input 2 output [0.27, 0.30]
4.5.4 静的出力フィードバック制御 (1入力2出力)
さらに, L = E = [1 0 0]T とし, 1入力 2出力の場合の静的出力フィードバック制
御器設計を行った. 前節と同様に, の値を変えて, 凸最適化問題 (4.44)を解いた.
解が得られた の範囲と に対する の値を表 4.1, 図 4.2に示す. 入出力数の減少
に伴って に関する可解範囲が減少し, 達成できる 値も増大することがわかる.
 = 0:28のとき 2は最小値 2 = 58:6となり, 以下の最適制御器が得られた.
Kc1 = 15600; Kc2 = 20460 (4.54)
Dc1 = 91600; Dc2 = 7740 (4.55)
この制御器を用いたときの外乱応答と制御入力の結果を図 4.5に示す. 2入力 4出
力のときに比べ性能は劣化する.
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図 4.1 状態フィードバック適用時の外乱応答と制御入力 [18]
















図 4.2  と の関係
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図 4.3 最適な静的出力フィードバック適用時の外乱応答と制御入力 (2 = 2:41)






































図 4.4 最適な静的出力フィードバック適用時の外乱応答と制御入力 (2 = 5)
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図 4.5 最適な静的出力フィードバック適用時の外乱応答と制御入力 (1入力)













j _1j  3
500
; j _2j  6
500
; j _3j  3
500
; j _4j  3
500
; j _5j  6
500











として, 凸最適化問題を解き制御器を得た. インパルス外乱w = [10 10 10][Nm]が
0.01[sec]間, t = 0[sec], t = 150[sec]に入力したときの姿勢角を図 4.6, 4.7, 制御入







 3.986  1014[m3/sec2]
R 6778[km]
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図 4.6 姿勢角応答結果 (伸展する宇宙構造物:t=0[sec])


































図 4.7 姿勢角応答結果 (伸展する宇宙構造物:t=150[sec])
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図 4.8 制御入力 (伸展する宇宙構造物:t=0[sec])








































図 4.9 制御入力 (伸展する宇宙構造物:t=150[sec])




ジューリング制御の設計例を示した. ここでは, 同一の制御問題を LTV力学シス
テムで表現して, 本章の制御器設計法を適用し, 設計結果を示す. いま, ポリトープ


















24 3600 [rad=sec] (4.61)
であるから, j _ijは
j _1j  4 _; j _2j  8 _; j _3j  4 _ (4.62)
j _4j  8 _; j _5j  16 _; j _6j  8 _ (4.63)
j _7j  4 _; j _8j  8 _; j _9j  4 _ (4.64)








として, 凸最適化問題を解き制御器を得た. そして, パドルの初期角度が 0, 90[deg]
のときの図 3.5に示す外乱入力に対する外乱応答を求めた. 姿勢角の応答結果, 制
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図 4.10 姿勢角 (柔軟宇宙機)






































図 4.11 制御入力 (柔軟宇宙機)
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図 4.12 姿勢角 (柔軟宇宙機)





































図 4.13 制御入力 (柔軟宇宙機)
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4.6.3 打ち上げロケット
ロケットのポリトープモデル (付録 E.2)を用いた数値シミュレーション結果を
示す. このモデルは L(t)が時変となるシステムである. (E.5)式の a1, a2は
a1 = e
  (t 36)2




j_b1j = j_b2j  max j
_L(t)
L1   L2 j (4.67)








とする制御器を凸最適化問題を解き得た.　そして, インパルス外乱 w = 0:5が
0.1[sec]間, t = 0[sec]に加わったときの応答を調べた. 姿勢角, 姿勢角速度, 制御入
力の結果を図 4.14, 4.15, 4.16に示す. 制御器がうまく働いていることがわかる.
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図 4.14 姿勢角 (打ち上げロケット)























図 4.15 姿勢角速度 (打ち上げロケット)
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図 4.16 制御入力 (打ち上げロケット)
















M q + ( ~D + ~G) _q + ( ~K + ~N)q = Fw (5.1)












となる. 定理 4.2を LTI閉ループシステム (5.1)に適用すると最適性に関する次の
定理を得る.
定理 5.1
以下の２つの条件を満たすスカラー定数  > 0が存在するとき, 閉ループ系 (5.2)
の平衡点 x = 0は漸近安定であり, wから zまでの L2ゲインは  > 0未満となる."




 2 ~K ~N    ~G







さらに ~N = 0のとき, 閉ループ系 (5.2)の平衡点 x = 0が漸近安定となり, wから
zまでの L2ゲインが  > 0未満になる十分条件は
M > 0; ~D  D > 0; ~K  K > 0 (5.4)
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(証明) 条件 (5.3)は (4.17)式より明らかである. さらに, (5.3)式に Schur comple-
mentを適用し整理すると,
M > 0; ~K  K > 0 (5.6)
~D   M + 1

~K > 0 (5.7)






W > 0 (5.8)
となる. ただし,
W =   ~N +  ~G  
2
FF T (5.9)
である. (5.6), (5.8)式を満たせば, (5.7)式は満たされる. ~N = 0のとき, (5.8)式の
左辺について







 ~D  D   I
(5.10)
が成り立つ. ただし,
W  = ~G  1
2
FF T (5.11)
























と得られる. したがって, ~D D > 0であれば (5.13)式を満たす が存在し, (5.8)
式が成り立つ. 以上より (5.4)式が導かれる. 2
また, 安定化だけが制御目的の場合にはこの定理 5.1より次の定理を得る.
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定理 5.2
外乱 w = 0のとき, 以下の２つの条件を満たすスカラー定数  > 0が存在すれば,
閉ループ系 (5.2)の平衡点 x = 0は漸近安定である."




 2 ~K ~N    ~G




また, ~N = 0のとき, 閉ループ系 (5.2)の平衡点 x = 0が漸近安定となる条件は
M > 0; ~D > 0; ~K > 0 (5.16)
である.
(証明) 文献 [34] 2
従来の LTI力学システムの静的出力フィードバック制御 [15, 16]では閉ループシ
ステム (2.15)において ~N = 0の場合のみを考えていた. このために, 適用できる
制御対象 (2.1)はサーキュラー項を持たない場合 (N = 0)に限定されていた. そ
れと同時に, フィードバックゲイン行列 (2.13)にKc > 0, Dc > 0[15], あるいは
Kc > 0, Dc + D
T
c > 0[16]の制約を与える必要があった. 本手法では定理 5.3, 定
理 5.4より LMI条件 (5.3), (5.15)を用いることで, 適用できる制御対象と制御器の
クラスを拡張できることがわかる. また, 問題を ~N = 0の場合に限定すれば, 安定
性はKelvin-Tait-Chetaevの定理 [1, 21]として知られる係数行列のみに関する条件
(5.16)で簡潔に表現できる. 定理 5.1は最適性の十分条件も同様に式 (5.4)のよう
に係数行列のみを用いて表現できることを示している.
5.3 数値検証
線形力学システム (5.1)の変位ベクトルを q = [q1; q2; q3]T とし, 係数行列を次の
ように定める.
M =
2643000 10  2010 1000 300
 20 300 2000
375 ; D =
2640 0 00 0 0
0 0 0:01
375 ; K =




264 0  100 100100 0 0
 100 0 0
375 ; N =
264 0  100 100100 0 0
 100 0 0
375 ; F =




L = E =
2641 0 00 1 0
0 0 1
375 (5.19)
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のときを考える. このときの開ループ特異値線図を図 5.1に示す. このシステ
ムに対し, (5.3)式を用い  = 10 6 とした提案手法による非対称な制御器ゲイン




2641:76 0 00 1:76 0
0 0 1:76
375 ; Kw =





2643:96 0 00 3:96 0
0 0 3:96
375 ; Dw = 10 4 




~N = 10 3 







2645:86 0 00 6:01 0:15
0 0:15 6:01
375 ; Ds = 105 
2641:73 0 00 1:57  0:16
0  0:16 1:57
375 (5.23)
2の最小値は非対称のとき 2 = 9:87  10 6, 対称のとき 2 = 1:53  10 5とな
り, 非対称の方が小さくなった. 非対称ゲインのときの閉ループ系特異値線図を図
5.2, 対称ゲインのときの閉ループ系特異値線図を図 5.3に示す. 特異値線図からも,
ゲインが小さくなっていることが確認できる. また, 外部入力 w = [108 0 0]T が
t = 0[sec]から 0.1[sec]の間加わったときの q1; q2; q3の応答を調べた. 非対称ゲイン
適用時の結果を図 5.4, 対称ゲイン適用時の結果を図 5.5に示す. 非対称ゲインのと
きの方が外乱抑制されていることが確認できる. 次に,




のとき, つまり 2入力 4出力のときを考える. 同様に,  = 2 10 8として非対称な
制御器ゲインKc, Dcと正定対称なゲインKs; Dsを求めたところ 2の最小値は非
対称のとき 2 = 698:8123, 対称のとき 2 = 816:8435となり, 非対称の方が小さく












































































次に, (5.3)式と (5.4)式を用いたときに設計される制御器の違いを調べる. そのた




























































図 5.3 閉ループ特異値線図 (従来手法)
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図 5.4 外乱応答結果 (提案手法)

























図 5.5 外乱応答結果 (従来手法)































N = 0; L = E =
2641 0 00 1 0
0 0 1
375 (5.29)
のときを考える. このときの開ループ特異値線図を図 5.6に示す. (5.3)式と (5.4)
式を用い,  = 10 6としてそれぞれ対称ゲインの制御器を設計した. 2の最小値
は (5.3)式を用いて設計したとき 2 = 9:87 10 6, (5.4)式を用いて設計したとき
2 = 7:10 10 4となり, (5.3)式を用いて設計したときの方が小さくなった. (5.3)
式による設計時の閉ループ系特異値線図を図 5.7, (5.4)式による設計時の閉ループ
系特異値線図を図 5.8に示す. (5.3)式による設計時の方が, ピークゲインが下げら
れていることがわかる. また, 外部入力w = [108 0 0]T が t = 0[sec]から 0.1[sec]の
間加わったときの q1; q2; q3の応答を調べた. (5.3)式による設計時の結果を図 5.9,
(5.4)式による設計時の結果を図 5.10に示す. (5.3)式を用いて設計された制御器の
方が外乱抑制性能が高いことがわかる.





























































図 5.8 閉ループ特異値線図 ((5.4)式による設計)
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図 5.9 外乱応答結果 ((5.3)式による設計)



























図 5.10 外乱応答結果 ((5.4)式による設計)


























 そのためにまず, 混合感度問題を適用した閉ループ系の設計仕様を, 一巡伝
達関数を用いた開ループの設計仕様で表し, 制御器の設計問題がBMIとなる
問題を回避した.
 次に, GKYP補題を適用し, 高周波数帯域・低周波数帯域それぞれの設計仕
様を LMIで表現し, それを解くことで最適な静的出力フィードバック制御器
を設計できることを示した.









 次に, システムをポリトープ表現し, 時変関数である安定化条件・最適化条件
を有限個の LMIで表した.
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 本章の設計法はリアプノフ関数の構造を限定することによる十分条件を使用
している. それによる設計の保守性について更なる研究が必要である.
 また, この設計手法ではパラメータ を設計者が与えることで, 条件式をLMI
で表現することが可能となっている. したがって, その制御性能はパラメー
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 = [ 2 C j (;) = 0; (;	)  0] (A.2)
と定義する. ここで行列を, 	を適切に定めることにより, 連続時間, 離散時間の









れる. ただし, !c = (!1 + !2)=2である. 集合 を
 = (が有界); [1(それ以外) (A.4)
と定義すると以下の定理が成り立つ.
定理 A.1



























+  0 (A.6)
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表 A.1 行列	
帯域 ! 	
















(A.6)式は変数行列P , Qに対する線形行列不等式となっている. ここで, システム
の伝達関数の状態空間実現が
G() = C(I   A) 1B +D (A.7)














(G();)  0 (A.9)





のパラメータ (A, B, C, D)に対して一般には二次になる. そのため, 次のように
工夫をする.







; 11 2 Hp; 11  0 (A.10)
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とする. ここで新たに加えられた条件 11  0は, (A.9)式を満たす領域が凸で
あるということを意味する. 例えばm=p=1, すなわちG()が 1入出力系のとき,



























この式は (A.6)式に比べて, 行列のサイズが大きくなるため, システムのパラメー
タA, B, C, Dが固定されている解析問題では式A.6を解くほうが効率よく計算す
ることができる. しかし、(A.11)式はC, Dについても一次となるため, これらの
パラメータをLMIの変数として解くことができる. ここで, の最適化について考
えると, システムの解析問題ではを変数として計算することができる. 一方,C,
Dを変数として設計問題では解く C,Dを係数をとらない22 のみ LMIの変数と
して解くことができる. 例として 1入出力系を考える. 境界が直線となる条件
a<[G()] + b=[G()] + c < 0; a; b; c 2 R (A.13)


























J(t) +N(t) = u+ w (B.1)
NT (t) + I  +  _ + 
2 = 0 (B.2)
ただし, は本体部姿勢角度ベクトル, は柔軟構造物のモード座標を表す. J(t)は
慣性行列, N(t)は干渉行列であり, 時間 tの関数である. 
2, はそれぞれモード
剛性行列, モード減衰行列を表す. この式を q = [T T ]T としてまとめると






































; yd =  = L
T q; yv = _ = L
T _q (B.6)
本論文では ETS-VIIIの数値モデルを用いる. ETS-VIIIは 2枚の大型アンテナと
2枚の大型太陽電池パドルを持つ. 太陽電池パドルが軌道周期でピッチ軸回りに回
転することから, この宇宙機モデルは時変システムとなる. パドル角 0, 45, 90度の
ときの uから ydの開ループ特異値線図を図 B.2に示す. パドル角に依存してモー
ド周波数が大きく異なっていることがわかる. もとのETS-VIIIのプラントモデル
は 3つの角度と 30個の振動モードで構成されている. しかしながら, 高次のモデル
ではLMIを用いて解を得るのが困難であり, また, 一般的にいくつかの低次のモー
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	TM0	 = I; 	
TM(t)	 = (t)
	TD	 = ; 	TK	 = ; 	TL =  
(B.9)
である. また, M0 = M(t0)としてM(t)をM(t) = M0 +M(t)と定義する. 本論
文では t = t0のときのパドルの角度, つまりノミナル角を 0 = 45[deg]と定める.
低次元化によって, モードベクトル を制御モードベクトル cと残余モードベクト





















































































δ = 90 [deg]
図 B.2 ETS-VIIIの開ループ特異値線図 (u! yd)
ル rに分割できる. この操作により, 以下の低次元化モデルを得る.
(I +c(t))c + 












点は 216個となり, 制御器を設計するのは困難である. この問題に対し, c(t)は周
期 2の周期関数であることに注目し, c(t)の各成分c(m;n)()(m;n = 1; 2; 3; 4)
に対して，次のようにフーリエ 1 次級数展開 [38]を適用する.
c(m;n)(t) = c0(m;n) +ccos(m;n) cos f(t) + csin(m;n) sin f(t)
c(t) = c0 +ccos cos f(t) + csin sin f(t)
m = 1，  ，4; n = 1，   ; 4
(B.12)
すると, 4端点の近似モデルが得られる. ノミナル角 0 = 45[deg]としたときの
c(t)の元モデルとフーリエ 1 次級数近似モデルの値を図B.3に示す．ただし, 横
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iEi; i  0;
4X
i=1















c(t) = c0+ccos1 cos f(t)+csin1 sin f(t)
+ ccos2 cos 2f(t) + csin2 sin 2f(t)
(B.17)
と表されるものとする. そして
sin f(t) = a1S1 + a2S2; a1 > 0: a2 > 0; a1 + a2 = 1 (B.18)
cos f(t) = b1C1 + b2C2; b1 > 0: b2 > 0; b1 + b2 = 1 (B.19)
とすると
sin 2f(t) = 2 sin f(t) cos f(t); cos 2f(t) = cos2 f(t)  sin2 f(t) (B.20)
であるから,













S2C2) + 6(S1C2 + S2C2)
+ 72S2C1 + 8(S1C1 + S2C2) + 92S2C2
(B.21)





















































































Values of matrix elements
Fourier series approximate value
図 B.3 c(t)の値とその近似値 (左上:(1,1)要素, 右下:(4,4)要素を示す)
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cos 2f(t) =1(C
2
1   S21) + 2(C1C2   S21) + 3(C22   S21)
+ 4(C
2
1   S1S2) + 5(C1C2   S1S2) + 6(C22   S1S2)
+ 7(C
2







1; 2 = 2a
2




2; 4 = 2a1a2b
2
1; 5 = 4a1a2b1b2
6 = 2a1a2b
2




1; 8 = 2a
2









1 _a1 + 2a
2
1b1
_b1; _2 = 4a1b1b
2











2 _a1 + 2a
2
1b2
_b2 _4 = 2a2b
2
1 _a1 + 2a1b
2
1 _a2 + 4a1a2b1
_b1
_5 = 4a2b1b2 _a1 + 4a1b1b2 _a2 + 4a1a2b2 _b1 + 4a1a2b1 _b2
_6 = 2a2b
2
2 _a1 + 2a1b
2
2 _a2 + 4a1a2b2
_b2; _7 = 2a2b
2










_b2; _9 = 2a2b
2





である. また, sin f(t), cos f(t)も以下のように書き変えられる.




















+ 7S2 + 8S2 + 9S2 (B.27)













C2) + 6C2 (B.29)












ノミナル角 0 = 45[deg]としたときのc(t)の元モデルと近似モデルの値を示す.
精度のよい近似モデルが得られている.



















































































Values of matrix elements
Fourier series approximate value




















































































































































~Di =Di + LiDsiL
T
i ;




























~Gi =Gi + LiDwiL
T
i ;




























~Ki =Ki + LiKsiL
T
i ;
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~Ni =Ni + LiKwiL
T
i ;




















































~Mi =Mi; ~Mij = 2Mi +Mj; ~Mji =Mi + 2Mj;
~Mijk = 2(Mi +Mj +Mk)
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Pi =
"




















"  2 ~Ki ~Ni  ~Gi
~NTi   ~GTi 2

 ~Mi  ~Di








# ; Qijk="  2 ~Kijk ~Nijk  ~Gijk~NTijk  ~GTijk 2 ~Mijk  ~Dijk
#

















i(t) = 1; i(t) > 0; i = 1;    ;  (C.14)
 = 3のとき,  = 10であり i(t), i = 1;    ;  は
1(t) = 
3
1(t); 2(t) = 
3
2(t); 1(t) = 
3





1(t)3(t); 6(t) = 3
2





3(t); 9(t) = 32(t)
2
3(t); 10(t) = 61(t)2(t)3(t)
と表せる. また,

























































































となる. ここで, i(t)の変化率は有界であり, その上界値が次式で与えられると仮
定する.












I1 1 + _I1 _1   
(I1   I2 + I3) _3 + 4
2(I2   I3)1   
 _I13 = u1 (D.1)
I2 2 + _I2 _2 + 3

2(I1   I3)2 = u2 + 
 _I2 (D.2)
I3 3 + 
(I1   I2 + I3) _1 + _I3 _3 + 
 _I31 + 
2(I2   I1)3 = u3 (D.3)
これを行列表現すると
M q + (D +G) _q + (K +N)q = Lu+ Fw (D.4)
M=
264I1 0 00 I2 0
0 0 I3
375 ; D=




264 0 0  !(I1   I2 + I3)0 0 0
!(I1   I2 + I3) 0 0
375
K=
2644!2(I2 I3) 0 !2 (  _I1+ _I3)0 3!2(I1 I3) 0
!
2
(  _I1+ _I3) 0 !2(I2 I1)
375
N=
264 0 0  !2 ( _I1 + _I3)0 0 0
!
2
( _I1 + _I3) 0 0
375
L=F =




となる. ここで, q = [T _T ]T であり,  2 R3は姿勢角ベクトル, _ 2 R3は角速










宇宙構造物が半径方向に伸展するとき, 慣性行列と I1, I2, I3とその変動レート _I1,
_I2は以下となる.






















l(t) = a1(t)l1 + a2(t)l2; ai(t) > 0;
2X
i=1










l(t) = 1(t)l1 +
1
2
2(t)(l1 + l2) + 3(t)l2 (D.10)
l2(t) = 1(t)l
2





1(t); 2 = 2a1(t)a2(t); 3 = a
2
2(t) (D.12)





















と 3端点のポリトープモデルで表現することができる. このとき, _i(t)は
_1(t) = 2a1(t) _a1(t); _2(t) = 2a2(t) _a1(t) + 2a1(t) _a2(t)












Jy(t)  q(t)SCNlGA(t) =  T lOG(t)(u+ w) (E.1)
で表わされる [40]. T は推進力, Jyは質量中心G 回りの慣性モーメント, qは動圧,
CNは揚力係数, Sは機体の代表面積である. lOGはOからG の長さ, lGAはGか
らAの長さである. ロケットの全長は 30.7mで，第 1段の長さは 13.5m，第 2段お




0 re of 1st stage
75 separation of 1st stage ， re of 2nd stage
172 burnout of 2nd stage
213 separation of 2nd stage
218 re of 3rd stage
324 burnout of 3rd stage
から分離するまでの 0[sec]から 75[sec]までの制御を考えることとし, 1段目の質量
のみが推進剤の消費とともに減少するものとする. 表 4.2に各パラメータの値を示
す. また, 図E.2, E.3それぞれに lOG(t), lGA(t)を示す. 図E.2, E.3よりパラメータ
が大きく変動していることが確認できる.
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表 E.2 打ち上げロケットのパラメータ値
























L(t) = F (t) =  T lOG(t)
Jy(t)
(E.4)
このときの, K(t), L(t)を 図 E.4, E.5にそれぞれ示す. K(t) L(t), Kc(t),Dc(t)は
以下の式で表されるとする.
K(t) = a1K1 + a2K2; L(t) = b1L1 + b2L2 (E.5)
Kc(t) = a1Kc1+a2Kc2; Dc(t) = a1Dc1+a2Dc2 (E.6)































~K1 = K1 + L1Kc1L
T
1 (E.10a)








~K3 = K1 + L2Kc1L
T
2 (E.10c)
~K4 = K2 + L1Kc2L
T
1 (E.10d)
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E(t) = L(t) (E.14)
定義すると, S(t)が





; i = 1; 2 (E.15)


































Pi > 0; (E.18)
Qi  1P1      P + 1
2
~Si < 0 (E.19)
と得られる.
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